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�����	 �����" ���$���� �	������ ���� (�� �� �	%) ��� 
(�� �� �	%)

!**+�) ������ ��� �����	�" ���	"�� ���� ,��� 
,���-��� �� �	%)
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��� ���
��� ���� ��� ������� #

�������� �	
� /������ �������� ��� �������� �����0��� ���� ��

������� �����" ����������) ����	" ��	���� �������� � ������	��	"

�1�����% ��� � ������� ��� �����" ���������� �� ��� ��������� �

� ������� ���� � �� 	���� 0������� � ��� ��	���� �� ��� �������

���) ��� 
�����) #22#� ��� ���� ����	�% 3������) ��	���� ��������

��0���� ��� �������� �� ��� ��&��	 ���0����" �� ��� ���������% ���

��	�� ���� � ������1 ��� �� �� ����� ������� �����" ����������

��� ������������%

4� ��� 	��� ��� "����) �����	� ��	���� ���������� ���� ������ ���	�

��	� 
�%�%) ��	������� ��� ������	���� ���� �� ��������� 5�����)

4���	 ,�������� ��� 6,��	�) ��� /7� 8�������9� ��� � 	�� �� ��������

��� ���� ��������� � ��� :�	� �� �"���� ��	���� ���	��% ;��� ���	�

��� ���������� ��� ������ �� �������) ��� �&���� �� ���� ��� �"����

��� ������ ��� 58< ���0����" ������� �� ��� ���-�= �������������


�&������ ����) �����	 �����) ����	��� % % % � ��� �� ��� �����	"��

������	�� ��	�"%

8������������� ������� �� ��� ��� �	�����	 ���	���� ������	��

��	���) ����	" ��� 
���	��� ����	�� ����� ��� �88 
�&�� 8����"

8����������) ���� ���� ��������% ��� �88) ,�� ��� ,�� 
,�� ���

5��) !***� ��������� � ���	� ������� �������" ���� ������� �����"

����������% >��� ��� 3� �������� � ���� �?���� ��	���� � 
>���

��� 3�) #22!� �� ��		 �� �� �����	 ��	���� � 
>��� ��� 3�) #22#�

����� �� �&�������	 �	������� ����	�&�"% @�����	") (�� ��� A�

� 
(�� ��� A�) #22B� ������ ���� �������� ��� ��	���� ������	� ��

� ��� �� ���-� ����� �88 � �8�3��� ��� ���" ��������� �� �����&�

����� ������ ���� ���� � ��	"����	 ��� ��� ����� ��� �%�%�% ���

�����	 ��	���� ��� �� ������ �������	" ���		%

;��� ��� ������	�� � ���� ���� ���) (�� �� �	% � 
(�� �� �	%)

!**+� �������� �� �1�	�� �	������ �� :�� ��� �����	 ��	���� ������

�	� �� � ��� �� ���������� ����% @�����	") �� �������� ��	��� ���

���� ����	�� ������� � �������� ���� �	������ ��� ���� ��������

� 
�����	 �� �	%) #22B' �����	 �� �	%) #22+� ��� � � ��������� �� ����

��� �4�C ���	���� ���������� 
ai ≤ aj → di ≤ dj ����� ai ��� di

��� ��� �����	 ��� ��� ��� ����	�� �� ��� i) ���������	"�% ��� ����

�4�C ����) �����	�" ������ ��� �����" ���$���� ��� �� ��	���

���������	
�� ��������� ����� ��



������� �	
��� ���
��� ���� ��� ������� B

� O(N log(N)) ������ O(N3) ��� ��� (�� �� �	=� �	������ 
��� ����

����	� �� ��� ����	�&�" ���	"��) �	���� ����� �� ��������� #%B�% ���

����	�� �� :���� ��� �����	 ��	���� ������	� ��� �	�� ���� ��	���

��� ��������� ���-� ������ ���-� � 
D� ��� 7�-) #22B� ��� �������

���-� � 
>�� �� �	%) #22B' ,������ ��� D���) #22E�% 4� � �����

����� ���� ������	 ����	��) ���� �� ��� ��0������ �� ��� ����� �������

��� ��� ���������$���� �� ��� ����� � ��� �� ���� ����� �������

�����) ���� ���� ����������	" ���	���� � 
D� ��� 7�-) #22B� ���


�����	 �� �	%) #22B' �����	 �� �	%) #22+�%

C���� �������� �� �������� ������� ��� ���������" ������� ������

���� �&������ ���� 
;5��� ��� �����	 �&������ ����% / :��� �	���

�� �	�������) -���� �� F��������� ������	��G 
D���� ��� ,���) #22!'

�����) #22!' �����) #22#' 6� �� �	%) #22H� ������� �� :���� � �����	�

����� ������	� ���� ���$�� ��� �&�������� �� �����" ����������%

/ ������ �	��� �� �����0��� 
7���I �� �	%) #222' ,�� �� �	%) #22!'

/������$�	�� �� �	%) #22B� � �������� �� F����	���������� ������	�

��G% / ���- � ����� ��� ������� ��� ���� ��� ;5�� � -����

��� ��� ��������� ����� � ����������� �� ��� ��� �� �&������ �� ����

������ �������� �� ��� �1������ ������� ��� ;5�� ��� ��� ���

���� ��� �����		" ������ �� �&����� ��� ����% C���� ��������� ������

� �"�����		" ��		����� �� ��� ��� �� �&������ �� ���� ���- ��� ������

���������� ��� ��� ����� � ����� ����� ���-�% /���� ����� ���

��������) ����		" ������ F�"���� ���	���� �	�������G) ��� ��� ���


/"�� �� �	%) #22!' 8		� ��� ,��) #22!�) 
J���� ��� 5������) #22#�

��� 
D� ��� 7�-) #22B�% ���		") ���� �����0���) ���� �� � 
/"��

�� �	%) #22H�) �������� ��� ���	" ����	���� �� ���-� ��� ������ ���

58< ���0����" ��������	"%

�	��
����	� 	� ��� ����
 ��� ���- � � ����	��� ������	$���� �� 
����

��	 �� �	%) #22+� ����� ��� �����	 ���� �� �����" ���$���� ���

���-� ��� �4�C ���������� ��� ���� ������% 3���) � ��	���� ��� ���

������	 ���� � �������) ���� ��� �4�C ��������� � �������% ���

������	$���� ��0���� ��� ���������� �� ������	 ��� ��������) ���� ��

��� 3���� ������ ��� ��	���� ��� �������� �����0������ � ������

���������	
�� ��������� ����� ���



������� �	
��� ���
��� ���� ��� ������� H

����% ��� ����� ���� ����	�&�" �� ��� �������� �	������ � �	��"�

������ ���� �&���� ����������%

�����������) �� ������ � ������	��� ���	"�� �� ��� ����	�&�"

���� ��� ���-� ��� ������% ;� ���� ���� ��� ������� ����	�&�" ��

��� ��	���� � �	��"� 	���� ���� O(N2
√

N)% /����		") ��� ����� � ���

���� ������� � ���� ��� ��-� ��� ������� ��� ���� ���� ����	��� ����

�� �� 	����� ���� �����	 ����% 4� ��� ���� �� 8����� �����	� ��� �&���

�����		" ��������� 	�������) �� ����� ���� ��� ��"������ ����	�&�"

��� :���� ��� �����	 ��	���� ������	� � O(N2 log(N))% 4� ���� ����

���	 �����) �������	 ���	����� ������� ���� ��� O(N2 log(N)) �����

��		 ��	�� 
�� �� �������� ��� ��� O(N log(N)) ����� � ��� �4�C

�����%

�	��� 	� ��� ������ ;� ������� � ���	� 58< �������� �� ��� �&��

����� �� � :��� ��� �� ���� ������������� ���������� ���-� 
�� K����K�

��� ���	���� ����������% ��� 58< ��������� ����� ��� ���" ���� �

��������� ����� ���� 0 �� 1 
��� ��&��	 ����� �� ��� ��������� � :&��

�� ! ��� �� 	��� �� ������	�" ��� ��� �� ������� �" ������	�� ���

�$� �� ��� �����% ��� ��� �� ���-� � T = {τ1, . . . , τN} ��� ���� ���- τi �

���������$�� �" � ���	�� (ai, si, di) ����� ��� 0������� ai, si, di ������

��� �����	 ���) ��� �$� 
��� ������ �� �&����� ��� ���- �� ��&���

������ ��� ��� ����	�� �� ���- τi) ���������	"% /	������ ��	" ����

��������� ���-� ��� ��������� � ��� ��		����) � � ����� ����� ����

��� ����	�� ��������� � ��� ����� ��� �� ���	�� �� ������ ���-�

�" �������� ��� ������	� ���� ��� �"���������) ���� � ��� ������	

�0��	 �� ��� D���� 5����� 7�	��	� 
D57� �� ��� ������ � ���-�

��� �"��������� 
:��� �������� �� �		 ���-� ��	����� ���	�������	"� ��

���� ��� D57 �	�� ��� ��&��� �1��� ������� ��� :��� ��������

�������� 
��� 
D���� ��� ;�������) !*.#��%

�
��������	� 	� ��� ����
 ��� (�� �� �	%=� �	������ ��� �����" ���

�$���� � ����		�� � ,����� #% ,����� B � ������� �� ��� ��	����

��� :���� ��� �����	 ������	 ����� ���% ��� ����������� �� ��� �	�

������ � ������ ��� �� ����	�&�" � �������� ���� �����������		"

��� ������	����		"% ���		") � ,����� H) �� ������� ��� ����	�� ��

�������� ��� �����	 ��	���� ������	�%

���������	
�� ��������� ����� ���



������� �	
��� ���
��� ���� ��� ������� +

�� ������� ���	���

4� ��� ������) �� ����		 ��� (�� �� �	%=� �	������ ��� �����" ���$��

���% ��� ����������� � ��������� � ����	� ���� ��� ����� �� ����

�	��
����	� �� ���� ��� �1������� ��� ��� �������� ��� �� ���	"

���	����� ��� �	�� ������� ������	 �������� ��� �������� ���������

���� �		 �� ���� � �����0���� �������% 4� 
,���-��� �� �	%) !**.�)

�� �	������ ��� ������ ��� �����	�" �� � ��� �� ���� ������	�� �����

��� � ���������' � �		 �� ��		�� ��� ,���=� �	������ � ��� ��		����

���� � � ����� �� � ������� ������ �" ,��� 
������� B%+ �� BB

� 
,���-��� �� �	%) !**.��% ��� ,���=� �	������ � ���� �� ���� # ��

��� (�� �� �	%=� �	������ �� �������� � ��������� #%#% ��� ����� ��

��� 58< �� ��� t � ������� v(t) 
�� u(t)) � ��� ��		���� �������) ��

��-� � �������� ��� ��� �	�����	 ������������% ��� ����������� ��

��� �����	 ����� �������) ������� �" v���(t)) � ���� �" (�� �� �	%

� 
(�� �� �	%) !**+�% ��� ���	 �� ��� ����������� � �� ���$� �����"

���������� ��	� ������� ���� �� ����	�� �		 �� �����% �����		")

��� �	������ ���-� �" �����"�� ��� ��� ������	) ������ ��� �
������

����
���) ���� ���� ��� ������ ��������� ����� � ��0����% ��� 	�����

������	� ����� � �������� ��� ��� ������	) ��� ���-� ��	����� ��

��� ������	 
%�% �����	 ���� ��� ����	�� ���� ��� ������	� ��� ����

������� 
��� ���� � ������ ���� �	��
����	� � ��� ��		����� ��� �

��	�� ��������	�� � ����������� ��� ��� ������� ���-�%

#%!% ���� ������		��


3���) �� �&�	�� ��� �� �������� ��� ������	 [a, d] ���� ��� ����	��

��� ��� �� ����" ��� ��� �� ���-� ��������	"% ��� ������ �� ���

������	 ��� ������� �" a ��� d ����) � ��� ��		����) a ��� d �		 ����

�����	" �� �����	 ����� ��� ����	�� ����� ���������	"% ��� �������

τi ⊆ [a, d] ����� ���� ���- τi ��	���� �� [a, d] 
ai ≥ a, di ≤ d�% ;���

���������� [a, d]) ��� ���- ��� � ���:�� � ��� ��		���� ������  

− 4� τi ⊆ [a, d] ���� τi � �������%

− ��� �		 ������� ���-�) si � ��������� ���

���������	
�� ��������� ����� ���



������� �	
��� ���
��� ���� ��� ������� E

di di+3ai ai+4 di+4

a d
ai+3ai+2

t

t

di+2di+1ai+1

ai+4 di+4ai di ai+1 di+1

ai+3

di+3

�&4��� �3 #'����� �� 
��� ����	������ � [a, d]� (��! τi+2 �� 	������

• � ai ∈ [a, d] ���� ai := a) �	�� � ai ≥ d ���� ai := ai − (d−a))

• � di ∈ [a, d] ���� di := a) �	�� � di ≥ d ���� di := di − (d−a)%

��� ��������� � ��		�� ������	��
����	� � ��� ����
��� [a, d] ��� �

		�������� � ����� !%

#%#% ��� � ����	 ��������

��� (�� �� �	%=� �	������ � ����� �� � �������� ��������� ���� ���

�	�� �� �������� �" � ��� ���� �� L����������G �� ��������% D�� f

��� g �� ���	 �������� ��� ���������� ������ ��� 	�� [a, d] �� �

��� ������	) ���� ��� ������� g
[a,d]
∨ f � ��:��� �� ��		���  

− � t < a) ���� (g
[a,d]
∨ f)(t) = g(t))

− � t ∈ [a, d]) ���� (g
[a,d]
∨ f)(t) = f(t))

− � t > d) ���� (g
[a,d]
∨ f)(t) = g(t − (d − a))%

���� ���� ��� �������� � ��� ���������% /	��) ��� ����� �� �		 ���

�������� ���	��� � ��� �&�	�� � ��� ��:����% 4� �� ��:�� h :=

g
[a,d]
∨ f ��� ����� ���� ��� ����� �� f � [a, d]) g � ��:��� ���� ��

������	 ��	���� a) ��" [b, c] ��� ���� h � ��:��� ���� [b, c + d − a]%
(�� �� �	% ��:�� ��� L������"L �� �� ������	 �� ��� ���-	���

������� �" ��� ���-� ��	����� �� ��� ������	 ����� �" ��� 	�����

�� ��� ������	% 4������	") � � ��� ���		��� ������ �� ���- ���� ��� ��

���������	
�� ��������� ����� ���



������� �	
��� ���
��� ���� ��� ������� M

�� ���� ����� ��� ������	 �� ���� ��� ���� ����������% ��� �����

��" W[a,d] ���� [a, d] � W[a,d] =
∑

{τk⊆[a,d]} sk/(d − a)% ��� �	������

�������� � 
(�� �� �	%) !**+� ���������� ��� ������� v���(t) ���� �

��� �����	 ����� ��� ���$�� ��� ����	 �����" ���������� ��	�

��������� ����	��� �������� ��� ������	�� ��	�"% ��� �	������ ���

�� ���������� � ��� ��		���� ����� 
������� ��� n = 1�  

!% �	����� ��� �
������ ����
��� In := [ai, dj ] ���
� ai ��� dj �
� ����

���� W[ai,dj ] := max0≤a≤d W[a,d]� ��� 	��� ������ 	� a ��� d ����

���� �	 � �	�����
�� �
� �

���� ����� ��� ��������� 
������������

#% ���
 In ��� ������	� fn �� ��� �	 � �	������ ! fn(t) := W[ai,dj ], ∀t ∈
In. /		 ���� � In ���� �� �&������ �� ��� ����%

B% "�� ������	��
����	� � In� #� �� ����� 	�� ���� 
������ ���� n :=
n + 1 ��� �	 �	 ���� $ 	���
���� �	 �	 ���� %�

H% &�����	� v��� �� �	�������� ��'��� � ! v��� := fn

In−1

∨ (· · ·
I1∨ f1)�

#%B% ���� �����
	 �
 �� ���������

��� ������� ���������� ����	�&�" �� ��� �	������ � O(N3) �����

N � ��� ������ �� ����  ����� ��� �� ���� N ��������� �����	 ������	�

��� ��� ���������� �� ���� �����	 ������	 
���� #� ���� ��� ,���=�

�	������ ��� �� ���� � O(N2) ���� ��� ���� �����	 ���� ����� ���

�� ���� N ����	��� �� �������% 4� 
(�� �� �	%) !**+�) ��� �������

����) ������ ���� ����	�) ���� ���� F� �����	� ���� ��������� ����

�� ��� ������� ����G) ��� ������ ��� ��� �� ������� �� O(N log2(N))%
3������) ��� ��� ����� ���		" ������� �� �������� � 
(��) #22B�%

;� �����		" �� ��� -��� ��� �� ����� �� ��	��������� �� ����

�	������ � 	��� ���� O(N3) ��� �� ��� ��� ����� �� ��" ����� �

	�������� ���� ��� ��������� ��� ����	�� ��� � ����	�&�" 	���� ����

O(N3)%
4� � ����� �� ���� ��� ���� �����	�" ����� ��� ��� �����		"

�� �������� ���� � ������� ����� ���	���� �� ��� ������	�� ����

��� ai ��� ��� di �� ����� �����% ,��� � ���	���� ���	� ��� �

O(N log(N)) ���) ��� �������) � ���� ���� ��������� �� ����� ��� �����

���������	
�� ��������� ����� ���



������� �	
��� ���
��� ���� ��� ������� .

����% 3������ ���� � �������" ������ �� ���	�� � ��� �����&� ����

�� ���� �� �����" ��� �����	 ������	%

��� ���� �� ��� ����� � �	���� �����	" ������� �� ��� �����������

�� � ��� �	������ ���� ����:�� ��� �����	 ������	 ������ ���� �&�

���� �	������� 
����	���� ����������	" � 
(�� �� �	%) !**+� ���


,���-��� �� �	%) !**.��%

�� ����	������ �� ��� 
����
�� ��������

��� ��� �	������ ��������� ���� ��	�� �� ��� ����������� �� ���

3���� ������ �� � 8����		" C������ ,�� 
8����� ��� �� ��� ��	����

�� � �������� ���� ����	�� ���� ��� ���� �������� � 
�����	 �� �	%)

#22+�% ����� ��� ����� �		 �� ���������� :���% ;� ���� ������ �

��� �	������ ���� ���������� � 58< ����� ������� u∗(t) ��� �� �����

���� u∗(t) = v���(t) ���� ��� �����	 ������	% ����) �� ���	���� ���

�	������� ����	�&�" �� ��� �	������ ���� � � ���������� ��� � �

������	��� ��" ��� ���� ���� � ������� ���� (�� �� �	=� �	������%

B%!% ��� ��		� �������

D�� �� ������� ��� 8���� P �� ��� ��� �� ���-� ��� ��� �����	 ��
��� 	
�

��
 ���� ��:��� �" ��� ����� ��	���� �� ��� ������	�  P = {[ai, di],≺
}) ����� ��� ����� ����� ≺ ����������� �� ��� 	���	 �� ������ �� ���

������	�% 7��� ������	") [a, d] ≺ [a′, d′] � [a′, d′] ⊂ [a, d]) ���� a′ > a ���

d′ < d%

/ :��� 8���� ��� �� ����������� �" �� 3���� ������ 
��� 
;���

����) !***� ��� ���� ����	��) ����� ��� �	������ �� ��� 8���� ���

��������� ��� ������% ��� :��� 	���	 � ��� ������ �� �		 ����	 �	�

������ 
���� ������	� ���� ��� ��� ��	���� � ��" ������) ��� ������

	���	 � ��� ������ �� �		 �	������ ���� ��� �������	" 	����� ���� ���

����	 �	������ 
%�% ��	���� � �� 	���� ��� ����	 ������	� ���

�� �����% ��� 	���	� � ��� ������ ��� ������� L1, · · · , LK ����� K �

��� ������ 	���	% C�� ������� �" L(i) ��� 	���	 �� ��� ������	 [ai, di]
� P ) � �		 �� ��		�� ��� 	���	 �� ���- τi% ��� ��� �� ���-� ���� �		 ��

��������� ��� 		�������� �������� � ��� ��		���� �  

���������	
�� ��������� ����� ���



������� �	
��� ���
��� ���� ��� ������� *

Level 1

Level 2

Level 3

a)

b)

τ6

τ5τ2

τ1 τ7

τ4

τ3

τ3

τ5

τ1

τ7

τ2

τ6

τ4

�&4��� 53 1������	� �� 	��	����
� 
�� ��	������� �� 
�� ��
�	��� [ai, di] �����
�������	� �� ����� 
�� ��		��������� ,���� ����	���

τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6 τ7

a 2 # H + . !! !+

d ## !2 E !B !* !+ #H

s B ! ! H ! # !

��� 3���� ������ ��������� ��� ��� ��� �� ���-� � ���� �

����� # �� ��	� ����� # �� ����� ��� ��� ������	� [ai, di] ����	��%

;� ��� �&�	�� ��� �� ������� ��� 	���	� �� �		 ��� ���-� � ���

3���� ������ � O(N log(N)) �	�������" ���������% ��� �����������

���� �� ����" L ���� �		 �� ���� �� ����� ��� 	���	� �� ��� ���-�  L[i]
� ��� 	���	 �� τi% /������ ����") ��		�� T ) ������ ��� ��	�� �� 	������

����	�� �� � ���� 	���	 T [k] = max{dis.t. 	���	 �� τi = k}% ��� ����"�

L ��� T ��� ����������� �������	" �" ��� �	������ ��	��%

!% (�	
��
 ��� ��� 	� ����� �	 ���� ���� �
� �	
��� ���	
���� �	 ���

�

���� ����� ai )���� �
� 
	��� ����� ��� ��
����� ���������*�

#% T [0] := ∞ T [1] := d1 L[1] := 1 ��� �	
 ��� k = 2..N ��� T [k] := 0�

���������	
�� ��������� ����� ���



������� �	
��� ���
��� ���� ��� ������� !2

B% &	
 i �
	� + �	 N �	

�� ,���	�	���-��
�� 	� di �� ��� ��

��� T ����� k ��� 	��� �����

���� ���� T [k] > di ≥ T [k + 1]�

�� T [k + 1] := di. L[i] := k + 1�

���� ���� ��� �������� ������ � ��	� ������� T � ������ � ��������

�����% ��� ����������� �� ��� ����������� ����� ���� ��� ���� ����)

���� ��� �����	� ���� ���� ������ 
a < a′�) ����-�� � [a, d] � [a′, d′]
� ���� �" ����	" ����-�� � d′ > d 
���) ��� �&���	�) 
�������) !*.+�

��� ���� �� ������	 �������%

��� ����	 ����	�&�" �� ��� �	������ � O(N log(N))  ��� ���	

���� � � O(N log(N)) ��� ���� �������" ���� O(log(N)) ���������

��� � � �������� N ����%

B%#% ��� 	����	 ��� ��
	�����


��� ���� K = 1 
�4�C ���-�� � ������� � 
�����	 �� �	%) #22+�% ���

�	������ ���	��� ��� ����������� �� ��� �������� ���� ������� 0 ���

T ��� ���� ����� ��� 	���� ������% ��� ����������� � ��� ������	

���� �	�� ���� ��� ��������-) ���) ��� ���) �� ���� �� ��������� ����

� ���� ��� ���� 	���	 �� ��� 3���� ������%

��� ����������) �� ������ ���� a1 = 0 
�		 ����� ��� �� ������ ��

��� 	���� ��� 	�� � def= maxi{di}% ��� �		 ���-� �� 	���	 k ��� ����� �

��� 3���� ������) �� ��������� ��� ����	���� �������� Ak(t) ���

Dk(t) ���� ��� ������	 [0,�] ���� ��� ��		���� ��:���� 

Ak(t) =
∑

i, L(i)≥k

si · �[ai<t], Dk(t) =
∑

i, L(i)≥k

si · �[di≤t].

��� �������� Ak(t) ��� Dk(t) ��� �������� �������� 
���� ��������

��������) ��� � :��� ������ �� ������% /	�� ���� ���� A � 	����

��������� ��	� D � ��������������% ���" ��������� ��� ����	����

���- �����	 ��� ��� ����	���� ���- ����	��) ���������	"%

D�� g �� �� �������" ������������� ��� �����	" �����& �������%

4� ����� ����� ������	��) ���� � ������� � �	�����		" ���� �� ����	

��� �����" ���������� �� ��� ���������% ��� ���������� �� ��� t

���������	
�� ��������� ����� ����



������� �	
��� ���
��� ���� ��� ������� !!

������� �� ��� ��������� ����� u(t) ���) ��� �������) ��� ��� 57C,

������	��") �"���		") g(u(t)) ≈ αCu(t)1+2/(γ−1)) ����� 1 ≤ γ ≤ 3, α ≥
0, C ≥ 0) ��� 
�����) #22#� ��� ���� ����	�%

D�� �� ������� 8���	�� ! ����� ��� ��������� k ����������� �� ���

������ �� ���-� ��� 	���	� k ��� ����� � ��� 3���� ������%

������� �� &��� �� �����
��� ������	� u∗
k : [0,�] → R ���� ����∫

�

0 g(u∗
k(s))ds �� ��������� ����
 ��� �	���
�����

u∗
k(t) ≥ 0 ∀t ∈ [0,�], 
!�∫ t

0
u∗

k(s)ds ≤ Ak(t) ∀t ∈ [0,�], 
#�
∫ t

0
u∗

k(s)ds ≥ Dk(t) ∀t ∈ [0,�]. 
B�

5�������� 
!� ����� ���� ��� ��������� ����� � ��������	" ����

�������% 5�������� 
#� ���	" ������ ���� ��� ������ �&����� ��� ���-

���� ��� ��� ������ ��	� ��������� 
B� ��"� ���� ��� ����	 ������ ��

���- ���� �" ��� t ���		 ��� �� ���		�� ���� ��� ����	���� ���- ��

��� ���-� ��� ����	��� 	���� ���� �� �0��	 �� t%

4� ��� ���� ����� � 
�����	 �� �	%) #22+� ���� � ����� �&��� �

������� uk(t) ���� ���:�� 
!�) 
#� ��� 
B� ���� �� ��� ������	� �		

���� ��� ����	�� ���������� � �		 ���-� ��� �4�C 
ai ≤ aj → di ≤ dj�%

��� ���� ��� ��	� ��� �������" ���-� ���� ��� �����	�" ��0�������

������ �� ��	�	" �&������� ��� ���������� 
#� ��� 
B�% �� 		�������

��� ����) �� ���� ����������� ��� ���� �� ���-� ��� ��� ������������

����	���� �������� A ��� D 
��� ���& k � �-�����% ��� :��� ���

� ���� �� ��� τ1 = (0, 4, 10) ��� ��� τ2 = (4, 1, 5)% ��� ������ ��� �

τ ′
1 = (0, 1, 5), τ ′

2 = (0, 3, 10) ��� τ ′
3 = (4, 1, 10)% ���� ���� ��� ������

��� � �4�C ��	� ��� :��� ��� � ���% ��� ����	���� ���- �����	�

A(t) ��� A′(t) ��� ��� ���� � ���� �����% ��� ����	���� ����	���

D(t) ��� D′(t) ��� �	�� �0��	% ���������) ��� ��� ��	����� �� 8���	�� !

��� ��� ��� ���� �� ���-�) u∗(t) ��� u∗′(t) ��� �0��	% ����� B ���	�"�

��� ������� A(t) = A′(t) �� ��		 �� D(t) = D′(t) ��� ��� ������	

U∗(t) =
∫ t
0 u∗(s)ds ����� u∗(t) = 1/2, ∀0 ≤ t ≤ 10%

���� ���� ��� 58< ����� u∗(t) � ��?���� �� :��� �		 ���-� �� ���

������ ��� ������ ���� ����	��� ��� � ��� ������ ��� ��� :��� ���  

���������	
�� ��������� ����� ����



������� �	
��� ���
��� ���� ��� ������� !#

U∗(t) D(t) = D′(t)

A(t) = A′(t)

�&4��� �3 %&%2 ��� ����%&%2 
��!�

���- τ ′
2 ����� � 58< ����� ������� ���� ��� ����� ��� ������	 �� ���

[4, 5] �� ���� �� ����	��%

8���	�� ! ��� ���� ������ � 
�����	 �� �	%) #22+�% ,�	��� �����

	�� ! ��� k = 1 ������� ��� �����	 ��	���� ������	� u∗ ���� ���

����� �����	�" ��� �4�C ���-�% ��� ��� ��������� �� ��� ��	���� ��

8���	�� ! ��� ������$�� � ��� ��		���� �������%

������� �� )�����	 �� �	%) #22+*

�� &	
 ��� k ��� 	������ �	����	� u∗
k 	� �
	��� $ �� ���/�� �� g �� ��
�����

�	���� )�� �	 � ��� 	� �����
� 0*� &�
���
�	
� u∗
k �	�� �	� ������ 	�

g �� �	�� �� g �� � �	�����
������ �	���� ������	��

��� ��� 	������ �	����	� u∗
k �����'�� ��� �	��	���� ���/�������!

sup0≤t≤� u∗
k(t) ≤ sup0≤t≤� uk(t), �	
 ��� ������	�� uk ���������� �	��

��
����� 
!� 
#� ��� 
B��

���� ��� �����
�� U∗
k

def=
∫ t
0 u∗

k(s)ds �� ��� ��	
���� ���� �
	� 0 �	 � �����

������� ������ Ak ��� Dk )��� &���
� % �	
 �� ������
���	�*�

��� #� ��� ������	�� Ak ��� Dk �
� ����� ����
 ��� �	
� 	� ��	 	
��
��

����� 	� �	���� ��� �	���
����	� 	� u∗
k(t) ��� � �	�� �� �����
 �����

��� �	������ ����������� u∗
k) ��������� � 
�����	 �� �	%) #22+�)

� ������ ���� ��� F������ ����G �	������ ���� � �� �	������ ���

�������� �����& ��		� ���� ���� � 	���� ��� ���� ���	�� �� � ��� ��

������� ����� � ��� �	��� 
���) ��� �������) 
��������� ��� (����)

!**.��%

� ��	�� 
�� ��� ���	�
�	 �
���� ��	 
�� �����
��� ���	����� ����� ��� ����
���� �	�
��� ������ �����
 ��	 ���	��

���������	
�� ��������� ����� ���
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B%B% ��	������
 �� �� ������� �
����� ��������

D�� �� ����		 ���� K � ��� ������ 	���	 � ��� 3���� ������) ���

������� �" Tk) ��� 1 ≤ k ≤ K) ��� ��� �� �		 ��� ���-� �� 	���	 k ���

�����% ��� �	������ ��� :���� ��� �����	 ������	 � ���� ��	��%

!% &	
 ��� k ∈ {1 · · · ,K}

�� �	���
��� u∗
k(t) ��� 	������ �	����	� 	� 1
	��� $ ���� ��
���

���
 k�

�� ,�'�� rk := sup0≤t≤� u∗
k(t) ��� Ik �� ����
��� ���� ∀t ∈ Ik, u∗

k(t) =
rk�

#% 2�� kc := �
����1≤k≤K rk� ���� Ikc �� � �
������ ����
����

/� �&���	� �� ��� ����������� � ���� � ����� H ���� ��� ���� ���

�� ���-� �� � ����� #% ��� �������� U∗
i (t) def=

∫ t
0 u∗

i (x)dx ��� ���	�"��

������ �� u∗
i (t) � ����� �� ���� ��" ���� �������� ��� ��		�� ��������

�����% ;� ��� r3 = 1/2) r2 = 7/11 ��� r1 = 12/22% ���� ���� ���

��&��� r2 = 7/11) � ������� �" u∗
2 ���� ��� ������	 [4, 15] ���� ��

���-� τ3, τ4 ��� τ6% ��� � ��� �����	 ������	% /	�� ���� ���� ��� ���	�

��� �� ���-� � �����	� ���� r2 = 7/11 < 1%

B%H% ������
�		 �� �� ��������

��� ������ � ������� �� ��� ����� �� ��� ����������� �� ��� �	������%

4� ��� ��		����) Ic ������� ��� �����	 ������	 ��� WIc ) ��� ������"

���� ��� �����	 ������	) � ������� Wc% ;� �	�� ��:�� ��� ������� vk
���

)

�� ��� (��=� ����������� ���� ��� ��� �� ���-� Tk 
���������) v1
���

= v����%

����� �� ��� �	��	���� ����
��	�� �
� �
��!

�� supt v���(t) = Wc�

��� &	
 ��� k vk
���

�� � �	����	� 	� 1
	��� $ ���� ��
�����
 k )�	�

�������
��� 	������*�

���� &	
 ��� 1 < k ≤ K supt vk
���

(t) ≤ supt vk−1
���

(t)�

1
		�� ��� ����� �� ���� � � � ����� �����0����� �� ��� �����������

�� v��� 
��� 
(�� �� �	%) !**+��% 8��� �� ��		��� ���� ��� ���� ���� �		

���������	
�� ��������� ����� ����
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a)

b)

c)

A1(t)

D1(t)

U∗
1 (t)

u∗2(t) > u∗1(t)

A3(t)

D3(t)
1

3

U∗
2 (t)

A2(t)

1

2

7

9

6

D2(t)

U∗
3 (t)

�&4��� ,3 %���	� �� ����� U∗
3 (t) =

∫ t

0
u∗

3(x)dx� %���	� �� ����� U∗
2 (t) =

∫ t

0
u∗

2(x)dx

��� %���	� �� ����� U∗
1 (t) =

∫ t

0
u∗

1(x)dx�

�����	� ������	�� ��	��� ��� � ��������� ��� ����� u ���� �����"

���������� !)# ��� B% /� ��� ��� ) ��� � ���	" ������� Tk ⊆ Tk−1 ���

������� ��� ��&��	 ������" ����� ���� ��� ���-� ��� �����%

����� �� &	
 ��� t ∈ [0, T ], supt u∗
k(t) ≤ supt vk

���
(t)�

1
		�� �" D���� #
���) vk
���

� � ��	���� �� 8���	�� ! ��� �������

��� k 
��� ��������	" �����	�% <��� ������� !
���� ����� ���� t ∈
[0, T ], supt u∗

k(t) ≤ supt vk
���

(t)%

����� �� supk rk ≥ Wc�

���������	
�� ��������� ����� ����
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��� ���� ��� ������� !+

1
		�� ;� ������� �		 ��� ���-� ��	���� � ��� �����	 ������	 Ic =
[ac, dc] �� ��� ���������- τc ����� �$� sc � ��� ��� �� ��� �$�� �� �		

���-� ��	���� � Ic ��	� �� �����	 � ac ��� �� ����	�� � dc% ����

���� ��� 	���	 Lc �� ��� ��� ���- � ��� 	����� 	���	 �� �		 ���-� � Ic%

�" ��:���� �� τc) �		 ���������	 ���-� � TLc ��� ��� ��	���� � τc  

���������	 ���-� ������� ������ τc ��� ������ τc ��� ��� �����	 ���-�

������� ����� ac :��� ����� dc% ��� ����� ���� DLc(dc)−ALc(ac) = 0
���� A � 	������������� ��� D ��������������% ��� ����������� ��

u∗
Lc

��	�� ���� supt∈Ic
u∗

Lc
(t) ≥ (DLc(dc) − ALc(ac))/(dc − ac) = Wc%

���		") supk rk ≥ rLc ≥ Wc%

�������  � 2�� kc = �
����k rk� ���� rkc = Wc ��� ��� ����
���

Ikc �� � �
������ ����
����

1
		�� �" D���� #
��) supt v���(t) = Wc% 7�������) D���� #
��� ��"�

���� supt vk
���

(t) ≤ supt vk−1
���

(t)% 5������ ��� ��� D���� B) ���

���� supt v���(t) ≥ supt u∗
k(t) ��� �		 k% 4� ������	��) supt v���(t) ≥

supt u∗
kc

(t)) ����� kc = �����&k rk% ���		") D���� H ��"� ���� rkc ≥
Wc ��� ���� ��� ��� ������� ��0��	��� ����� rkc = Wc% ��� ������	

Ikc � ��������� � �����	 ������	%

���� ���� u∗
k �= vk

���
� ������	% 3������) �� ����� �����) ��� �0��	�

�" ��	�� ���� ��� �����	 ������	 ��� kc%

B%+% ������
�	�� �
���	�	 �� �� ���������

/����� ���� ���-� ���� �	����" ���� ������ �" ���� �����	 ���� ��

��		 �� �" ���� ����	���% /����� ���� ��� 	���	� � ��� 3���� ������

��� �	�� ����% ��� ��� ����	�&�" �� ����������� u∗
k � 	���� � ���

������ �� ���-� �� 	���	 k ��� ����� �� ����� � 
�����	 �� �	%) #22+�%

5������� rk � �	�� 	���� � ��� ������ �� ���-� �� 	���	� ������� ����

k% ���������) ��� ����	�&�" �� ��� �	������ �� ��������� v1 � 
�� ��

� ��	��	����� ���������

N∑
i=1

L(τi) =
K∑

k=1

Ni · k

���������	
�� ��������� ����� ����



������� �	
��� ���
��� ���� ��� ������� !E

����� Ni � ��� ������ �� ���-� �� 	���	 i% ��� ������ ����	�&�"

����������� �� ��� ���� ����� ����� � ��� ���- �� ���� 	���	 	���� ����

K ��� NK = N − (K − 1) ���-� �� 	���	 K% ��� ����	�&�" � ����

O(KN − K2/2)%
���� ���� ��� ��� ����	�&�" � 	���� � �		 ���-� ��� �� 	���	 !


��� �4�C ���� ����� K = 1� ���� � ��� ���� �����	� ����% ���

����� ���� ����� ���� K = N ��� 1 ���- �� ���� 	���	) ����� ���

����	�&�" ������� O(N2/2) 
� � ���" �� ����� ��� ����� ���� ���

��	�� ��� ����	�� � 	���� ��� �" ����	" ������ r1 ≤ 1�% ,���

K ≤ N ) ��� ����	�&�" �� ��� �	������ ��������� ����� � �� ����

0�������% ;� ���	� 	-� �� ���� ��� ���� � ����� ���� ����	�&�"

�� O(NK) ���������� �� ���������� ���� O(N2) 
����	�&�" �� ���

,���=� �	������� ���� K � � ���� ����� ���� ���		�� ���� N 
�

������� �� ���������	 ��������� �� ��� ���- ��� ��� ��� �����	" �� ��

�$��% ��� ����	�� ���������� ��	�� � �� ������� ��� ��	�� �� K ���

�"���	 ���� �� ���-�%

B%E% ���������	�� �
���	�	 �� �� ���������

/� ���� �����) ��� ��� ���������� ������� �" ��� ��� �	������

� �� ���	��� � ������ N �" � ������ K � ��� ����	�&�"% /	������) �

� ������ ���� K � �	��"� ���		�� ���� �� �0��	 �� N ) � � ���������

��� �������	 �������� �� -��� ���� ��� �1������ ��" �� � �"���	

�����%

B%E%!% 3	��� 	� ��� ���
��� �	�������� �	
 �
��
�
� ����
����	��

4� ��� ���������) �� ������ ����� ������ �� K ���� ��� ����������

���� �� ��� ���-� ��� ������ ������	"% @���		 ���� K � ��� ������ ��

	���	� � ��� 3���� ������ �� ��� N ���-�% 4� ����� �����) K � ���

	����� �� ��� 	������ �������� �����0����� � ��� 8���� P 
��� �����

����� B%!�% 3���) ��� 8���� P ��� �� ����������� � R2 �" ��������

��� ����� (ai,−di) ���� ��� ��������� ��� �������% /� 		��������

�� ��� ������������� � ���� � ����� +���%

��� ����	�� �� ������� ��� ������� 	����� �� ��� 	������ �������

�� �����0����� � � ������������	 �����		" ������� ��� ��� ������

�&������	" � 
/	���� ��� ������) !**+�% 4� ��� �����	� ��� ��� �����

���������	
�� ��������� ����� ����
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ai
ai

−di −di

b) points are randomly chosen

below the diagonal. The longest

increasing sequence is shorter (3).

is of length 4.

The longest increasing sequence

in the whole quadrant.

a) Points are randomly chosen

�&4��� �3 (�� ����	�� ���� �	��� 
�� ���� �� "��� ���	� �������	�� di ≥ ai�

	��� (ai, di) ��� ������ ������	" � R2
+) ��� � �		 ���-� ��� �����		"

����������) ���� ��� ��� ��� ��		���� ����	�%

������� !� )/	���� ��� ������) !**+* ��� �������� ����� 	� K

��
�'�� E(K) = 2
√

N + o(
√

N).

��� ����	� � 0��� ������	 ���� �� ���������� ��� ���� �� ���

���������� �� ��� ����� � R2
+% 4� ��� ����) �� ��� ���� ���� ���

�&������ ��	�� �� K � ���� ���		�� ������� ��� ����	��� ��� ���

�����	 ���� ����" ��� ��������� 
∀i, di ≥ ai� �� ���� �		 �����

(ai,−di) ��� ��	�� ��� ������	 
��� ����� +��%

;��� ���� ��� ��������� ������ �� ������ �����) ��� ������� K

����	� �� ���� ���		�� ���� ���� ��� ����� ��� �� ��"����� � R2 ��

� ����� +% �� ��-� ��� ������ ���� ������) �� ������� ��� ����

����� ��� �����	 ������� � 8����� ��� ��� ��	���� ����	��� 
di − ai�

���� �&�������	 ����������%

B%E%#% 4��
��� �	�������� �	
 1	���	� �

����� ��� ���	�������

���������

����� "� #� ��� �

���� �
	���� �� 1	���	� ��� ��� 
������� ���������

���� ���	������� ����
����	�� ���� E(K) = O(log(N))�

���������	
�� ��������� ����� ����
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1
		�� ��� ������" �� ��� 8����� ������� � ������� �" μ ��� ���

��������� �� ��� �&�������	 ����	��� �" λ% /� �������� ������) ���

����	�� ��� �� ���� �� � ��� ��������	 ����	�� �" �	����� ai ��

��� x��&� ��� −di �� ��� y �&�% ;� ����� � ��� E �� N ����� � ���

�	���% 4� ��� ��������-) K � ��� 	������ ��0����� �� �������������

�������� ����� (ai1 ,−di1) < · · · < (aiK ,−diK )% ���) � �� �������

��" ���� ���� h = (ah,−dh)) ��� 	������ �������� ��0����� Sh ������

�� � ��� ���� � �	���	" ���		�� ���� ��� ����	 ������ Th �� �����

���� ��� 	����� ���� (ah,−dh)% D�� H �� � �"���	 ������ ����%

P(SH ≥ b) ≤ P(TH ≥ b), 
H�

≤
∫ ∞

x=0
λe−λx

∞∑
k=b

P(k �����	� � �� ������	 �� 	����� x) dx,
+�

= λ
∞∑

k=b

∫ ∞

x=0
e−(λ+μ)xμkxk/k! dx, 
E�

=
λ

λ + μ

∞∑
k=b

(
μ

λ + μ

)k ∫ ∞

y=0
e−yyk/k! dy, 
M�

=
λ

μ

∞∑
k=b

(
μ

λ + μ

)k+1

=
(

μ

λ + μ

)b

, 
.�

����� 
+� ����� ���� ��������� �� ��� ��	�� �� dH = x ��� ��� ����

���� �		 ����� 	����� ���� H ���� ���� �� �����	 ��� ������� aH ���

aH + x% �0��	�" ������� 
+� ��� 
E� ��	�� �" ���	"�� ��� ��������

����������� ������� ��� y = (λ + μ)x � 
M�%

��&�) �� ��� ��� ���� ���� SH ��� ��������� �����	�� 
��� /�����&

/ ��� � ������% �" ���� 5���		��" B%B � 
���	�� ��� 8�������) !*.!�)

P (K > b) = P (max
h

SH > b) ≤ 1 −

⎛
⎝ ∏

h∈E

(1 − P (SH > b))

⎞
⎠ .

�" ���� 
.�)

1 −

⎛
⎝ ∏

h∈E

(1 − P (SH > b))

⎞
⎠ ≤ 1 − (1 − (

(
μ

λ + μ

)b

)N .

���������	
�� ��������� ����� ����



������� �	
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��� ���� ��� ������� !*

���) ��������� α = log λ+μ
μ ) �� �����

E(K) = 1 +
∫ ∞

0
P (K > x)dx

≤ 1 +
∫ ∞

0
1 − (1 − e−αx)Ndx

= 1 +
∫ ∞

0
(1 −

N∑
k=0

(−1)kCk
ne−αkx)dx = 1 +

∫ ∞

0

N∑
k=1

(−1)k+1Ck
ne−αkxdx

= 1 +
N∑

k=1

(−1)k+1Ck
n

∫ ∞

0
e−αkxdx = 1 +

N∑
k=1

(−1)k+1Ck
n

1
αk

= 1 − 1
α

N∑
k=1

(−1)kCk
n

∫ 1

0
uk−1du = 1 − 1

α

∫ 1

0

1
x

(
N∑

k=0

(−1)kCk
nuk − 1)du

= 1 − 1
α

∫ 1

0

1
u

((1 − u)N − 1)du = 1 − 1
α

∫ 1

0

1
u

(1 − u − 1)
N−1∑
i=0

(1 − u)idu

= 1 +
1
α

∫ 1

0

N−1∑
i=0

(1 − u)idu = 1 +
1
α

N−1∑
i=0

[
1

i + 1
(1 − u)i+1]1u=0

= 1 +
1
α

N∑
i=1

1
i

= O(log(N)).

/	������ ��� ����	� � ��	" ������ � ��� 8�������&�������	 ����


%�% ���- �����	� ��� 8����� ��������� ��� ��	���� ����	��� ��� �&���

�����		" ����������) �� ��	��� ���� ��� log(N) ����� ��� ��� �������

K � ������ ������ ��� ��	�� � ���" ���� �����% �� 		������� ���) ��

���� ��� ������	 ���	����� ����� ��� ��� �� ���� ���� ������	" ������

�������� �� ������ ������	�" ����������%

B%E%B% ����
������� 
������

�� ���� ��� ���������� �� ��� O(log(N) ������ ���� ��� ��������� ��

��� �����	� ��� ��� ����	���) ��� ������� ��	�� �� K ��� �������� ��

���� �� ���� ����� ������������� 
�����	� ��� ����	��� � ��� ������	"

������% ,�����	 ������	�" 	��� ���� ��������� ���� ���� ��� ������"

�� ��� �����	� ��� ��� �&������ ��	�� ��� ��	���� ����	��� ��� ������	

��� �		 �� ����% ��� ��		���� ���:�������� ���� ���������  
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��� ���� ��� ������� #2

− ������	" ��������� ����������	� N ������	" ��������� ��	����

����	���)

− ������	" ��������� ����������	� N �&�������		" ��������� ��	�

���� ����	���)

− 8����� �����	� N �&�������		" ��������� ��	���� ����	���)

− 8����� �����	� N ������	�� ��������� ��	���� ����	��� 
����

P [X > x] = Cx−n% 3���) n = 2 ��� C � �������� �� �����

��� ���� ���� �� � ��� ����� ������%

����� E ������$�� ��� ����	��% ��� ����	�� �� ��� ���� F������	" ���

������� �����	� N �&�������		" ��������� ��	���� ����	���G) ����

��� �	���� ������	 �� F8����� �����	� N �&�������		" ���������

��	���� ����	���G) ��� ��� ����� � ����� E% ���� ���� � ��� �������

��	�� �� !222 �&��������% C�� �������� ����) � ����� �&��������) ���

log(N) ����� ��� K ��	�� ��� �		 ��� ����������% /	�� ������� ���� ���

������� ��	�� �� K �������� ��� ��� ������� �� ��� ����	��� 
����

������) �� 8�����) �� ����� 	����% 3������) � �		 ����� ��� �������

�� K ������ 	�������� � N 
���� ���� ��� ������� � �:���) ��

��� ��� ����� 	���% ��� �������� ���� ��� log(N) ����� ����	� ��	�

��� ���" ���� ����� ���� ����� ������� �" D���� M%

���) � ��� �������� ��� ������� ����	�&�" �� ��� ����	��� �	�

������ ��� �������� ��� �����	 ������	) ������� E ��� D���� M

��	" ���� ��� ������� ����	�&�" �� ��� ��� �	������ � 	���� ���� ��

�0��	 �� O(N
√

N) ��� ��� �� O(N log N) ����� ��� ���������� ����

� D���� M% C� ��� ����� ����) ��� ���
��� ����	�&�" �� ��� �	�����	

�	������ �� ,��� � 	����� ���� k((N2 + N)/2) ��� ���� �������� k)

�������� ��� ��������� �� ��� �����	� ��� ��� ����	���) ���� ��� �

��� ����	 ������ �� ��������� ��0���� �� :�� ��� �����	 ������	


������������ �� ��� ���� ����� ���-� ���� �4�C �����������%

B%M% �������� ���������

(�� ������� ��������� �� ��� �������� ���� �	������ ���� ,���=� �	���

����) � ��� �����	�" �� ��� � � ����		�	 �?����	"% 3��� � � ����		�	

������ �� ��� �	������ 
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�� �		���� ��� 	���
�� ��������� ����� �'���
�� ����� ��	 ���
���
	���
������

!% #� ��
����� �	
 ��� k ∈ {1 · · · ,K}

�� �	���
��� u∗
k(t) ��� 	������ �	����	� 	� 1
	��� $ ���� ��
���

���
 k�

�� ,�'�� rk := sup0≤t≤� u∗
k(t) ��� Ik �� ����
��� ���� ∀t ∈ Ik, u∗

k(t) =
rk�

#% �	����� kc := �
����1≤k≤K rk � �	���
��� ��� ������ 	� rk 

k ∈ {1 · · · ,K} ���� � ���
� �
���

<��� ��� 8@/7 ����	) ��� P ≤ K ����������) ��� ����	�&�" ��

��� :��� ���� � O(NK/P ) ��	� ��� ����	�&�" �� ��� ������ ���� �

O(K/P + log(P ))% ��� "�	�� �� �	���� 	���� ����� ��%

�� �� �������) ��� ��" �	�� ������� ���� u∗
k(t) � ����		�	 ���� ����


!�) ���� � ����		�	 �	������ ��� �������� �������� ����� � ������ �

��� O(log2(n)) ��� � ��	"����	 ������ �� ����������% ��� �����

���� ��� ���	� �	������ ��	���� �� ��� �	��� NC �� ����		�	 �	�������%

C� ��� ����� ����) �� �� ��� -��� ��" �?���� ��" �� ����		�	$�

,���=� �	������ ��� �� ��� ��� ����� �� ��" ����� � ��� 	��������

���� ��� ��������� ��� ����	��%

���������	
�� ��������� ����� ���



������� �	
��� ���
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�� ����# ������$�����

4� ��� ������) �� ������� ��� ����	�� �� �������) �� ���� ��� t) ���

����� u(t) �� �&����� �		 ���-� ���� ���� ����	�� ���������� ��	�

���$�� ��� ����	 �����" ����������%

H%!% ��	������
 �� �� ��������

��� ������� v��� �����		" ������� � ��	���� �� ��� ����	�� �� ���

�$�� ��� ����	 �����" ���� �" ��� ��������� ���� ��� �������

�����" ���������� �� � ��������� ���� �� ����� u) � �� ��� ����

g(u)) ����� g � �����& ��� ��������% ��� ����	� � ������� �" (��

�� �	% � 
(�� �� �	%) !**+�% D�� �� ��� ������� ��� �� ������� ���

��0����� �� �����	 ���0������ ��� � 	���� ����	�&�" ���� ��� (��

�� �	%=� �	������%

��� ������ � �&���	" ��� ���� �� � 
(�� �� �	%) !**+� ��� �� ����

������ ��� ,���=� �	������ ��� ��� ��� �������� � ,����� B ���� :���

��� �����	 ������	% ���� ��� ����� � :&�� ���� ��� �����	 ������	%

��� ���������� �" ��� �����	 ������	 � ���� ��� � ��������	��

� ����������� ��� ��� ������� ���-�% ��� 	���� �� ��� ��		����

�	������%

!% &	
 k = 1..K �	���
��� u∗
k(t)� 2�� ri = sup0≤t≤T u∗

k(t). ��� �
������

����
��� Ic = [ai, bj ] �� ���� ���� W[ai,bj ] = supk rk�

#% -�� ��� ����� 	� [ai, bj ] �/��� �	 W[ai,bj ]� "���� ���� �	��
����	� 


��	�� ����
��� [ai, bj ]� (���
� �	 ���� $ �� �� ����� 	�� ���� 
�������

��� �&������ �� ��� �	������ � ��� �������� �&���	�) ����� ���-

��� � ���� � ��� ���	� �� ��������� B%!) � ���	�"�� � ����� M%

4� ����	� �� ����� ���� K) ��� ������ �� 	���	� � ��� 3���� ���

����) ������ ������� ����� ��� ��� ���������� �� ��� �����	 ������	%

4�����) � ���-) ��" τ1) � ��� �����	" ��	���� � ���-) ��" τ2) ������ ���

����������) ���� τ1 � ��� �����	" ��	���� � ���- τ2) ����� ��������

���) �����% C� ��� ����� ����) K ��" �������� �" ��� ����������%

4����� ���� ���- τ1 � �����	" ��	���� � ���- τ2 ������ ��� ��������

��� ��� ���� ��� ����	��� 
�� ��� �����	 ����� �� ���� ���-� ��		 �

���������	
�� ��������� ����� ��
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u∗2(t) > u∗1(t)

A1(t)

D1(t)

�&4��� 63 +������ ���	� �������
��� ����
	��
�� ����� 
�� 	����
�� ���	
��
 ��
�
����	�
���

��� ���������� ������	) ���� ���" ��� ��� �����	" ��	���� ��"����

����� ��� ����������%

,��� ����� � �� ���� N �����	 ������	�) ��� �����	�" �	������


���� !� � ���-�� �� ���� N ���� ��� ��� ���������� ����	�&�" ��

��� �	������ � O(KN2)% /� ��� ��� ������� ����	�&�") �" ������� E)

� � �	��"� 	���� ���� �� �0��	 �� O(N2
√

N)% �����������) ���� ���-�

���� 8����� ��������� �����	 ���� ��� �&�������	 	�������) ���

������� ����	�&�" � O(N2 log N) �" D���� M%

��� ����������� �� ��� �	������ � ��	�� �" ��� ����������� �� ���

�����	�" �	������ 
��� ������� +� ��� ��� ����������� �� ��� (�� ��

�	%=� �	������%

H%#% ��������
�� ��	��	

�� ���	���� ��� ��� ���� ��� ��� �&���� � ������� ��� ��� �	������


��� ,������� 8��� �	������� ��� ������� �� (�� �� �	%=� �	������)

�&�������� ���� ��������� �� ������ ���� �� ����% ��� ���� �� ����

��� ������� �������� �� ��� ��		���� ���������  
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�	�� ���	 �� 568 
����

− ��� �����	� ��		�� � 8����� ������� �� ���� S/N ����� S � ��

�������" ��� ������	 
S = 230 � ��� �&��������� ��� N � ���

������ �� ����)

− ��� ����	�� �� ���� ��� ��		��� �� �&�������	 ��������� �� ����

S/N ��	� ��� �$� � ������	" ��������� ���� �� ������	 � ����

� ��" �� �� ����� �� ������� 	��� �� 0.5%

��� ���������� ���� ��� ���� �	������ ��� ����� � ����� . ���

� ������ �� ���� ���"�� ������� !222 ��� !+222% ���� ���� � ���

������� ��	�� �� ��� �&��������% 5���������� ���� ������� ���� ��

	���� ��� �&������� ���- ���� ���� ����� ���� �� 58< ��� �� � #��$

58< ��� �� ���� � ����� � ��� ���� 
���� (�� �� �	%=� �	������ ���

���� ���� *222 �����%

���� ����� .) ��� ����) �� �&������) ���� ��� ������ ��� �� (��

�� �	%=� �	������ � O(N3) ��	� ��� �������� ���� �	������ ����

� O(N2 log(N)) ���� 	��� ���� ��� O(N2
√

N) ����� ��	� ��� ���

�����" ���������� �� ��� ���-�= �������������% ��� O(N2 log(N))
������� ��� �&������ ���� ��� �&�������� ���� ��������� ��� ���

���������� �� D���� M%
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;��� ��� ������ �� ���� ������� ������� ���� *222) ���� ��	�����

������ �� ����� ���� ����� ���� �� 58< ��� ��� (�� �� �	%=� �	���

���� ��	� ����	��� ��� ���� ���� �������� �� ��������� ���� ��� ��

��	��� � ��� ���� ������ �� ��� ���� ��� ,������� 8��� �	������%

��� *222 ����) ��� ������� � �0��	 �� H# ��� ������� �� (�� �� �	%=�

�	������%

;�	� ������	 ��������� ��" ���� 	-� � ������ 	���� ������ ��

���-�) � ��� �� �� ����� ���� � �������) � � �������� ��������" ��

����	� ���� 	���� ���� �� ���� ���� �������� ��� ��	���� ������	� ���

������ ���-� ��� �������" ����	��� ��� �� �� ���� ���� � ����� ��

��� ���� ��� �� ���" 	��� 
���� ��� D57 �� ��� ���-� ������ �	��

��� ��&��� �1��� ������� ��� :��� �������� �� ��� ���-�) ��� 
D����

��� ;�������) !*.#��%

 � ���
�	�����

4� ��� ����") �� :��� �������� � ��� �	������ ��� :���� ��� ����

��	 ������	 �� � ��� �� ���������� ���� ������	�� ����� ���% ���

�	������ ����������� ��� �&���� ���������� � ����� �� ������� ���

���������� ����	�&�"% 4� ������ ���-) � ��" �� �����	� ���� �������

����	�&�" ����������� ��� �� ������� ��� 	���	 ����$���� ����

������� ���� ���-� �&��� ����:� ������������� 
��� �������) ����

���-� ��� �	���� �		 �������%
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